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Abstrak : 

Penelitian ini merupakan pengembangan dari kalkulus multiplikatif. Penelitian ini berisi tentang 
transformasi Fourier multiplikatif dan aplikasinya pada persamaan diferensial multiplikatif. 
Penelitian ini bertujuan untuk mengetahui transformasi Fourier multiplikatif serta persamaan 
diferensial multiplikatif. Penelitian ini mengandung simulasi numerik untuk menyelesaikan 
permasalahan persamaan diferensial multiplikatif biasa orde satu. Metode yang digunakan dalam 
penelitian ini adalah metode penelitian deskriptif melalui studi literatur. Hasil penelitian ini adalah 
aplikasi transformasi Fourier multiplikatif pada persamaan diferensial multiplikatif dan solusi 
numerik persamaan diferensial multiplikatif biasa dengan metode Adam Bashforth-Moulton 
multiplikatif. 
 
Kata Kunci: Kalkulus Multiplikatif, Transformasi Fourier Multiplikatif, Persamaan Diferensial 

Multiplikatif, Metode Adams Bashforth Moulton Multiplikatif 

Abstract: 

This research is a development of multiplicative calculus. This study is about the Fourier 
multiplicative transformation and its application to the multiplicative differential equation. This 
study aims to determine the Fourier multiplicative transformation as well as the multiplicative 
differential equation. This study contains numerical simulations to solve the problem of ordinary 
multiplicative differential equations of the first order. The methods used in this research are 
descriptive research methods through the study of literature. The results of this study are the 
application of multiplicative Fourier transformations to multiplicative differential equations and 
numerical solutions of ordinary multiplicative differential equations with the Adam Bashforth-
Moulton multiplicative method.  
 
Keywords: Multiplicative Calculus, Fourier Multiplicative Transformation, Multiplicative 

Differential Equations, Adams Bashforth Moulton Multiplicative Method 

1. PENDAHULUAN  

Michael Grossman dan Robert Katz pada 1972, menyatakan bahwa beberapa jenis 
kalkulus selain kalkulus Newton (kalkulus biasa) dapat dikonstruksi secara independen, 
dan disebut kalkulus non-Newtonian (Mustafa Riza, 2009).  Salah satu jenis kalkulus 
non-Newtonian adalah kalkulus multiplikatif. Konsep dalam kalkulus multiplikatif 
didasarkan pada perpindahan peran operasi penjumlahan dan pengurangan dalam 
kalkulus Newton menjadi operasi perkalian dan pembagian (Agamirza E. Bashirov, 
2008).  

Penelitian ini menjelaskan tentang kalkulus multiplikatif, transformasi Fourier 
multiplikatif, aplikasi transformasi Fourier multiplikatif dalam persamaan diferensial 
multiplikatif serta terdapat simulasi numerik penyelesaian persamaan diferensial 
multiplikatif. Materi tersebut dimaksudkan untuk menjelaskan kepada pembaca terkait 
terapan masalah matematika bisa dikaitkan dengan masalah fisis. 
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Penelitian ini muncul didasari E-Jurnal yang berjudul "Multiplicative Fourier 
Transform and its Applications to Multiplicative Differential Equations" oleh Aarif 
Hussain Bhat, Javid Majid, Tafazul Rehman Shah, Imtiyaz Ahmad Wani dan Renu Jain 
(2019). Kemudian Penulis tertarik untuk menjabarkan jurnal tersebut serta 
melengkapinya, untuk kepentingan keilmuan akademik. Penulis menambahkan simulasi 
numerik kedalam penelitian ini supaya pembaca dapat lebih memahami penelitian ini. 

Pada penulisan skripsi ini mengacu pada literatur-literatur sebagai landasan teori yang 
sesuai dengan pembahasan skripsi ini. Beberapa pengertian mengenai dasar persamaan 
diferensial mengacu pada buku yang ditulis oleh Sugiyanto dan Slamet Mugiyono (2011). 
Adapun beberapa tinjauan pustaka yang digunakan sebagai rujukan utama yaitu : 

a) E-jurnal yang berjudul "Multiplicative Adams Bashforth–Moulton methods" oleh 
Emine Misirli dan Yusuf Gurefe (2010). Jurnal tersebut berisi tentang metode 
Adams Bashforth-Moulton versi multiplikatif untuk menyelesaiakan solusi 
numerik dari persamaan diferensial multiplikatif. 

b) Skripsi yang berjudul "Metode Adams Bashforth–Moulton Multiplikatif Untuk 
Penyelesaian Persamaan Diferensial Biasa Multiplikatif" oleh Arif Setiawan 
(2014), mahasiswa Universitas Sebelas Maret. Skripsi ini berisi tentang 
mengkonstruksi ulang metode Adams Bashforth-Moulton Multiplikatif (ABMM) 
orde empat, serta menyusun dan menerapkan algoritmanya untuk menyelesaikan 
masalah nilai awal Persamaan Diferensial Biasa (PDB) yang dapat dinyatakan ke 
masalah nilai awal Persamaan Diferensial Biasa Multiplikatif (PDBM). 

c) E-jurnal yang berjudul "Multiplicative Fourier Transform and its Applications to 
Multiplicative Differential Equations" oleh Aarif Hussain Bhat, Javid Majid, 
Tafazul Rehman Shah, Imtiyaz Ahmad Wani dan Renu Jain(2019). Jurnal 
tersebut berisi tentang kalkulus multiplikatif, transformasi Fourier multiplikatif 
serta aplikasi transformasi Fourier multiplikatif pada persamaan diferensial 
multiplikatif. 

2. METODE PENELITIAN 

Metode yang penulis gunakan dalam penelitian ini yaitu metode penelitian deskriptif 
melalui studi literatur, yaitu membahas topik masalah secara teoritis dan konseptual yang 
berkaitan dengan transformasi Fourier multiplikatif dan aplikasinya pada persamaan 
diferensial multiplikatif serta penggunaan metode numerik dalam menganalisis dan 
menemukan solusi dari suatu persamaan diferensial mutiplikatif. Adapun langkah-
langkah penelitian yang dilakukan adalah  

a) Mengkaji kalkulus multiplikatif, transformasi Fourier multiplikatif, aplikasi 
transformasi Fourier multiplikatif pada persamaan diferensial multiplikatif yang 
diperoleh dari jurnal, buku, dan skripsi. 

b) Mengkontruksi ulang metode Adam Bashforth-Moulton Multiplikatif (ABMM) 
orde empat menggunakan konsep eksponensial interpolasi pembagian mundur 
Newton, diferensial multiplikatif, dan integral multiplikatif. 

c) Menyusun algoritma metode ABMM orde empat dan menyatakannya pada 
program komputer dalam software Maple. 

d) Menerapkan metode ABMM orde empat dan metode ABM orde empat dalam 
menyelesaikan beberapa masalah nilai awal dan sistem masalah nilai awal PDB 
orde satu yang dapat dinyatakan ke bentuk masalah nilai awal dan sistem masalah 
nilai awal PDBM orde satu. 
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3. HASIL DAN PEMBAHASAN 

Derivatif Multiplikatif 

Asumsikan bahwa menyetorkan $𝑎 ke rekening bank seseorang mendapat $𝑏 setelah satu 
tahun. Kemudian jumlah awal berubah 𝑏/𝑎 kali. Berapa kali perubahan bulanan? Untuk 
ini, asumsikan bahwa perubahan selama sebulan adalah 𝑝 kali. Kemudian selama satu 
tahun jumlah totalnya menjadi 𝑏 = 𝑎𝑝ଵଶ. Sekarang didapat menghitung sebagai 𝑝 =
 (𝑏/𝑎)ଵ/ଵଶ. Dengan asumsi bahwa deposit berubah setiap hari, pada setiap jam, pada 
setiap menit, setiap detik, dll. dan fungsinya, yang menyatakan nilainya pada waktu yang 
berbeda momen adalah 𝑓, kami menemukan rumusnya 

lim
௛→଴

ቀ
௙(௫ା௛)

௙(௫)
ቁ

భ

೓     (1.1) 

Menunjukkan berapa kali jumlah (𝑥) berubah pada saat . Membandingkan (2.1) dengan 
definisi turunan 

𝑓ᇱ(𝑥) =  lim
௛→଴

௙(௫ା௛)ି௙(௫)

௛
    (1.2) 

Didapatkan bahwa selisih 𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥) pada (1.2) diganti dengan rasio 𝑓(𝑥 +

ℎ)/𝑓(𝑥) pada (1.1) dan pembagian dengan ℎ diganti dengan kenaikan pangkat 
ଵ

௛
. Limit 

(1.1) disebut turunan multiplikatif atau secara singkat, *turunan dari 𝑓 pada 𝑥 dan itu 
dilambangkan dengan 𝑓∗(𝑥). 
Definisi 1.1 : Misalkan g : 𝑅 → 𝑅ା menjadi fungsi positif. Differensial multiplikatif dari 
fungsi 𝑔 diberikan oleh  

𝑑∗𝑔

𝑑𝑡
(𝑡) = 𝑔∗(𝑡) =  lim

௛→଴
൬

𝑔(𝑡 + ℎ)

𝑔(𝑡)
൰

ଵ
௛

  

Diasumsikan bahwa fungsi 𝑔 adalah positif kemudian menggunakan properti dari 
differensial klasiknya didapatkan differensial multiplikatif sebagai 

𝑑∗𝑔

𝑑𝑡
(𝑡) = 𝑔∗(𝑡) =  𝑒

௚ᇲ(௧)
௚(௧) =  𝑒(௟௡ ௢௚)ᇲ(௧) 

Untuk (𝑙𝑛 𝑜𝑔) = 𝑙𝑛 (𝑔(𝑡).  

Definisi 1.2: Jika 𝑔 adalah fungsi positif dan jika 𝑔∗ adalah differensial multiplikatif dari 
𝑔, sekarang jika fungsi 𝑔∗ juga memiliki differensial multiplikatif yang diberikan oleh 
𝑔∗∗ dan itu disebut yang kedua orde differensial multiplikatif dari 𝑔. Demikian pula 
didapatkan definisi 𝑔∗(௡). Yang disebut urutan ke-n differensial multiplikatif dari 𝑔. 
Dengan mengulang operasi diferensiasi multiplikatif sebanyak n kali, akan ditemukan 
differensial multiplikatif orde ke-n dari fungsi positif 𝑔 pada titik t yang mana 
didefinisikan sebagai  

𝑔∗(௡) =  𝑒(௟௡ ௢௚)೙(௧) 
Teorema 1.1: Misalkan 𝑔 dan ℎ dapat diturunkan dengan turunan multiplikatif. Jika 𝑐 

konstanta sembarang, maka 𝑐. 𝑔, 𝑔ℎ, 𝑔 = ℎ,
𝑔

𝑔ൗ , 𝑔௛ fungsi dapat diturunkan dengan 
turunan multiplikatif dan turunan multiplikatifnya dapat ditunjukkan sebagai 

a) (𝑐. 𝑔)∗(𝑡) = 𝑔∗(𝑡), 
b) (𝑔. ℎ)∗(𝑡) = 𝑔∗(𝑡). ℎ∗(𝑡), 

c) (𝑔 + ℎ)∗(𝑡) =  𝑔∗(𝑡)
೒(೟)

೒(೟)శ೓(೟)ℎ∗(𝑡)
೓(೟)

೒(೟)శ೓(೟), 

d) ቀ
𝑔

ℎൗ ቁ
∗
(𝑡) =

௚∗(௧)

௛∗(௧)
, 

e) ൫𝑔௛൯
∗
(𝑡) = 𝑔∗(𝑡)௛(௧)𝑔(𝑡)௛ᇲ(௧) 
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Teorema 1.2 : Jika suatu fungsi positif dapat diturunkan dengan turunan multiplikatif 
pada titik 𝑡, maka dapat dibedakan dalam pengertian klasik dan hubungan antara kedua 
turunannya dapat ditunjukkan sebagai 

𝑔ᇱ(𝑡) = 𝑔(𝑡) ln 𝑔∗(𝑡) 

Teorema 1.3: 𝑔∗(𝑡) = 1 untuk ∀𝑡 ∈ (𝑎, 𝑏) ↔ 𝑔(𝑡) = 𝑐 > 0 adalah fungsi tetap dalam 
interval terbuka (𝑎, 𝑏) 

Teorema 1.4: Jika suatu fungsi positif 𝑔 diferensiabel pada 𝑡, maka fungsi tersebut juga 
*diferensiabel pada 𝑡, dan 

𝑔∗(𝑡) = 𝑒
൤
௚ᇱ(௧)
௚(௧)

൨
 

Kebalikan dari teorema (1.4) juga benar selama 𝑔∗ serta 𝑔 adalah positif. 

Teorema 1.5: Misalkan ℎ dapat diturunkan dalam arti turunan multiplikatif, 𝑔 bisa 
dibedakan dalam pengertian klasik. Jika 𝑔(𝑡)  =  (ℎ𝑜𝑘)(𝑡), Kemudian, dapat ditulis 
dengan 

𝑔∗(𝑡) = [ℎ∗(𝑘(𝑡))]௞ᇲ(௧)     

Teorema 2.6: Misalkan adalah fungsi positif maka, 𝑔∗(𝑡) = 1 ↔ 𝑔ᇱ(𝑡) = 0 

Integral Multiplikatif 

Definisi 2.1: Integral multiplikatif juga didefinisikan oleh (Agamirza E. Bashirov, 2008) 
Untuk fungsi terbatas positif dan jika 𝑔 adalah integral Riemann pada [𝑎, 𝑏], maka  

                            ∫ 𝑔(𝑡)ௗ௧௕

௔
= 𝑒𝑥𝑝 ቀ∫ ln 𝑔(𝑡) 𝑑𝑡

௕

௔
ቁ =  𝑒∫ (୪୬ ௚(௧))ௗ௧

್
ೌ    

Integral multiplikatif ini memiliki sifat-sifat berikut: 

a) (𝑎) ∫ ൫(𝑔(𝑡)௞൯
ௗ௧௕

௔
    =  ቀ∫ 𝑔(𝑡)ௗ௧௕

௔
ቁ

௞
, 𝑑𝑖𝑚𝑎𝑛𝑎 𝑘 ∈ 𝑅 

b) (𝑏) ∫ (𝑔(𝑡)ℎ(𝑡))ௗ௧௕

௔
=  ∫ 𝑔(𝑡)ௗ௧௕

௔ ∫ ℎ(𝑡)ௗ௧௕

௔
 

c) (𝑐) ∫ ቀ
௚(௧)

௛(௧)
ቁ

ௗ௧௕

௔
         =  

∫ (௚(௧))೏೟್

ೌ

∫ (௛(௧))೏೟್

ೌ

 

d) (𝑑) ∫ 𝑔(𝑡)ௗ௧௕

௔
           =  ∫ 𝑔(𝑡)ௗ௧௖

௔ ∫ 𝑔(𝑡)ௗ௧௕

௖
𝑎 ≤ 𝑐 ≤ 𝑏 

Dimana 𝑔 dan ℎ merupakan integral multiplikatif [𝑎, 𝑏]. 

Transformasi Fourier Multiplikatif 

Pada bagian ini akan didefinisikan transformasi Fourier multiplikatif dan akan 
diturunkan beberapa property transformasi Fourier multiplikatif. 

Definisi 3.1: Misalkan (𝑡) menjadi fungsi pasti positif yang diberikan pada interval (−∞, 
∞). Kemudian multiplikatif Transformasi Fourier dari (𝑡) didefinisikan sebagai 

Ӻ௠{𝑓(𝑡)} = 𝐹௠(𝑝) =  
ଵ

√ଶగ
∫ 𝑓(𝑡)௘೔೛೟೏೟ஶ

ିஶ
=  𝑒

భ

√మഏ
∫ ௘೔೛೟ ୪୬ ௙(௧)ௗ௧

ಮ
షಮ = 𝑒ӻ{୪୬ (௧)}

    

Di sini, integral multiplikatif, yang didefinisikan sebagai 

∫ 𝑓(𝑡)ௗ௧ஶ

ିஶ
= 𝑒∫ ୪୬ ௙(௧)ௗ௧

ಮ

షಮ      
telah digunakan. 
Karena 𝑓(𝑡) adalah fungsi definit positif, logaritmanya ada, maka Transformasi Fourier 
dari ln 𝑓(𝑡) ada, Oleh karena itu Transformasi Fourier Multiplikatif yang didefinisikan 
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oleh definisi (3.1) terdefinisi dengan baik. Menurut definisi, transformasi Fourier 
multiplikatif dari beberapa fungsi dasar dapat diberikan sebagai berikut: 

a) Ӻ௠൛𝑒௙(௧)ൟ , dimana 𝑓(𝑡) =  ൜
1    , |𝑥| < 𝑎
0    , |𝑥| > 𝑎

        

Bukti: Dengan menggunakan definisi (3.1) diperoleh 

Ӻ௠൫𝑒௙(௧)൯ = 𝑒
ଶ௦௜௡௣௔

௣√ଶగ , 𝑝 ≠ 0 

b) Ӻ௠൛𝑒௙(௧)ൟ, dimana 𝑓(𝑡) =  ൝
√ଶగ

ଶ∈
, |𝑡| ≤ 1

0    , |𝑡| > 1
 

Bukti: Dengan menggunakan definisi (3.1) diperoleh 

Ӻ௠൛𝑒௙(௧)ൟ = 𝑒
௦௜௡௣∈

௣∈  

c) Ӻ௠൛𝑒௙(௧)ൟ, dimana 𝑓(𝑡) =  ൜
1 − 𝑡ଶ, |𝑡| ≤ 1
0         , |𝑡| > 1

 

Bukti: Dengan menggunakan definisi (3.1) diperoleh 

Ӻ௠൛𝑒௙(௧)ൟ =  𝑒
ିଶටଶ

గ
൜
௣௖௢௦௣ି௦௜௡௣

௣య ൠ
 

Teorema 3.1: (Sifat Linier Multiplikatif) 
Transformasi Fourier Multiplikatif adalah multiplikatif  linier, dengan kata lain, jika 
𝑐ଵ𝑐ଶ eksponen sebarang dan 𝑓ଵ𝑓ଶ adalah dua fungsi yang diberikan, yang memiliki 
transformasi Fourier multiplikatif maka 

Ӻ௠{𝑓ଵ
௖భ𝑓ଶ

௖మ} =  Ӻ௠{𝑓ଵ}௖భӺ௠{𝑓ଶ}௖మ 

Teorema 3.2: (Sifat pergeseran pertama Multiplikatif) 
Misalkan transformasi Fourier Multiplikatif dari fungsi 𝑓(𝑡) menjadi 𝐹௠(𝑝) yaitu  
Ӻ௠{(𝑡)}  =  𝐹௠(𝑝), Maka 

Ӻ௠ ቄ𝑓(𝑡)௘೔ೌ೟
ቅ = 𝐹௠(𝑝 + 𝑎) 

Teorema 3.3: (Sifat Skala Perubahan Multiplikatif) 
Misalkan Ӻ௠{𝑓(𝑡)}  =  𝐹௠(𝑝) maka didapatkan 

Ӻ௠{𝑓(𝑎𝑡)} = 𝐹௠ ቀ
𝑝

𝑎
ቁ

ଵ
௔

 

Teorema 3.4: Misalkan Ӻ௠{𝑓(𝑡)}  =  𝐹௠(𝑝) maka 
Ӻ௠൛𝑓(𝑡)௧మ೙

ൟ = 𝐹௠
∗ଶ௡(𝑝)(ିଵ)೙

 ,    𝑑𝑖𝑚𝑎𝑛𝑎 𝑛 = 1,3,5 … ..    
                     = 𝐹௠

∗ଶ௡(𝑝)(ଵ)೙
    ,    𝑑𝑖𝑚𝑎𝑛𝑎  𝑛 = 2,4,6 … . . 

 
Bukti: akan dibuktikan teorema ini dengan metode induksi, pertama diambil 𝑛 =  1 
menggunakan definisi didapatkan 

Ӻ௠{𝑓(𝑡)} = 𝐹௠(𝑝) =  
1

√2𝜋
න 𝑓(𝑡)௘೔೛೟೏೟ஶ

ିஶ

=  𝑒
ଵ

√ଶగ
∫ ୪୬ ௙(௧)௘೔೛೟ௗ௧

ಮ

షಮ  

Akibatnya, mengambil turunan multiplikatif orde kedua dari ekspresi ini didapatkan 

𝐹௠
∗ଶ(𝑝) =  

𝑑∗ଶ

𝑑𝑝∗ଶ ቆ𝑒
ଵ

√ଶగ
∫ ୪୬ ௙(௧)௘೔೛೟ௗ௧

ಮ

షಮ ቇ 

𝐹௠
∗ଶ(𝑝) = 𝑒

൜
ଵ

√ଶగ
∫ ୪୬ (௧)೟మ

௘೔೛೟ௗ௧
ಮ

షಮ
ൠ

షభ
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                                              𝐹௠

∗ଶ(𝑝) =  Ӻ௠{𝑓(𝑡)௧మ
}(ିଵ)   

dan didapatkan persamaan berikut 
Ӻ௠൛𝑓(𝑡)௧మ

ൟ = 𝐹௠
∗ଶ(𝑝)(ିଵ) 

Diasumsikan hipotesis berlaku untuk kasus 𝑛 = 𝑘 maka didapatkan 

𝐹௠
∗ଶ௞(𝑝) =  Ӻ௠ ቄ𝑓(𝑡)௧మೖ

ቅ
(ିଵ)ೖ

= 𝑒
(ିଵ)(ೖశభ)

√ଶగ
∫ ௧మೖ ୪୬ (௧)௘೔೛೟ௗ௧

ಮ

షಮ  

Sekarang jika turunan multiplikatif diambil lagi untuk persamaan terakhir, didapatkan 

𝐹௠
∗ଶ(௞ାଵ)(𝑝) = 𝑒

(ିଵ)(ೖశభ)

√ଶగ
∫ ௧మ(ೖశభ) ୪୬ ௙(௧)௘೔೛೟ௗ௧

ಮ

షಮ  

                                         𝐹௠
∗ଶ(௞ାଵ)(𝑝) =  Ӻ௠ ቄ𝑓(𝑡)௧మ(ೖశభ)

ቅ
(ିଵ)(ೖశభ)

 

Buktinya sudah selesai sekarang, selain itu didapatkan 

Ӻ௠൛𝑓(𝑡)௧మ೙
ൟ = 𝐹௠

∗ଶ௡(𝑝)(ିଵ)೙
    =  

ଵ

ி೘
∗మ೙(௣)

 ,    𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑛 𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙    

                                                          = 𝐹௠
∗ଶ௡(𝑝) , 𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑛 𝑔𝑒𝑛𝑎𝑝 

Teorema 3.5: (Teorema konvolusi Multiplikatif) 

Jika Ӻ௠
ିଵ{𝐹(𝑝)} = 𝑓(𝑡) dan Ӻ௠

ିଵ{𝐺(𝑝)} = 𝑔(𝑡) 

Maka Ӻ௠
ିଵ൛𝐹௠(𝑝)௚(௣)ൟ =  

ଵ

√ଶగ
∫ 𝑓(𝑥)௚(௧ି௫)೏ೣஶ

ିஶ
 

Bukti: Menerapkan transformasi Fourier multiplikatif ke integral 
ଵ

√ଶగ
∫ 𝑓(𝑥)௚(௧ି௫)೏ೣஶ

ିஶ
 

Ӻ௠ ቊ
1

√2𝜋
න 𝑓(𝑥)௚(௧ି௫)೏ೣ

ஶ

ିஶ

ቋ =  Ӻ௠ ቊ𝑒
ଵ

√ଶగ
∫ ௚(௧ି௫) ୪୬ (௫)ௗ௫

ಮ

షಮ ቋ 

Ӻ௠ ቊ
1

√2𝜋
න 𝑓(𝑥)௚(௧ି௫)೏ೣ

ஶ

ିஶ

ቋ =  𝑒
ி൜

ଵ

√ଶగ
∫ ௚(௧ି௫) ୪୬ (௫)ௗ௫

ಮ

షಮ
ൠ
 

Dari sifat konvolusi Transformasi Fourier didapatkan 

                                               Ӻ௠ ቄ
ଵ

√ଶగ
∫ 𝑓(𝑥)௚(௧ି௫)೏ೣஶ

ିஶ
ቅ = 𝑒Ӻ{୪୬ ௙(௫)}Ӻ{௚(௫)} 

Ӻ௠ ቊ
1

√2𝜋
න 𝑓(𝑥)௚(௧ି௫)೏ೣ

ஶ

ିஶ

ቋ = 𝐹௠(𝑝)ீ(௣) 

                                                              Ӻ௠
ିଵ൛𝐹௠(𝑝)ீ(௣)ൟ =  

ଵ

√ଶగ
∫ 𝑓(𝑥)௚(௧ି௫)೏ೣஶ

ିஶ
 

Teorema 3.6: (Teorema Modulasi multiplikatif) 
Jika 𝐹௠(𝑝) adalah transformasi Fourier Multiplikatif dari 𝑓(𝑡) maka transformasi Fourier 

multiplikatif dari {𝑓(𝑡)ୡ୭ୱ(௔௧)} adalah 𝐹௠(𝑝 + 𝑎)
భ

మ𝐹௠(𝑝 − 𝑎)
భ

మ yaitu 

Ӻ௠{𝑓(𝑡)௖௢௦௔௧} = 𝐹௠(𝑝 + 𝑎)
ଵ
ଶ. 𝐹௠(𝑝 − 𝑎)

ଵ
ଶ 

Teorema 3.7: (Hubungan antara Transformasi Fourier Multiplikatif dan Transformasi 
Laplace Multiplikatif) 
Kami akan menunjukkan bahwa transformasi Fourier multiplikatif dari fungsi 𝑓(𝑡) 
adalah Transformasi Laplace multiplikatif dari fungsi 𝑔(𝑡) yaitu 

Ӻ௠{𝑓(𝑡)} =  ℒ௠{𝑔(𝑡)} 
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Bukti: Perhatikan fungsinya 

                                            𝑓(𝑥) =  ൜𝑔(𝑡)௘షೣ೟
 , 𝑡 > 0

1             , 𝑡 < 0
     

Kemudian transformasi Fourier multiplikatif dari (𝑡) diberikan oleh 

                                             Ӻ௠{𝑓(𝑡)} = 𝑒∫ ௘೔೛೟ಮ

షಮ
୪୬ ௙(௧)ௗ௧  

(Mengambil bentuk transformasi Fourier multiplikatif yang tidak simetris) 

Ӻ௠{𝑓(𝑡)} = 𝑒∫ ௘೔೛೟బ

షಮ
୪୬(ଵ)ௗ௧ ା∫ ௘೔೛೟ಮ

బ
୪୬ ௚(௧)೐షೣ೟

ௗ௧ 

Sekarang dengan membuat substitusi (𝑥 −  𝑖𝑝)  = 𝑠, didapatkan  

         Ӻ௠{𝑓(𝑡)} = 𝑒∫ ୪୬ ௚(௧)௘షೞ೟ௗ௧
ಮ

బ  
 Ӻ௠{𝑓(𝑡)} =  ℒ௠{𝑔(𝑡)} 

Teorema 3.8: Misalkan 𝑓(𝑡) adalah fungsi yang didefinisikan pada (−∞, ∞ ) dan 
misalkan (𝑓∗) menjadi potongan-potongan kontinu di setiap interval parsial hingga 
kemudian transformasi Fourier Multiplikatif dari double turunan multiplikatif adalah 

Ӻ௠{𝑓∗∗(𝑡)} = 𝐹௠(𝑝)൫ି௣మ൯ 
Bukti: Dari definisi didapatkan 

                   Ӻ௠{𝑓∗(𝑡)} =  𝑒
భ

√మഏ
∫ ௘೔೛೟ ୪୬ ቄ୪୧୫

೓→బ

೑(೟శ೓)

೑(೟)
ቅ

భ
೓

ௗ௧
ಮ

షಮ  

Ӻ௠{𝑓∗(𝑡)} =  𝑒
୪୧୫
೓→బ

ଵ

௛√ଶగ
∫ ୪୬ ௙(௧ା௛) ௘೔೛(೟శ೓)௘ష೔೛೓ௗ௧

ಮ

షಮ
 ି ୪୧୫

೓→బ

ଵ

௛√ଶగ
∫ ୪୬ ௙(௧)௘೔೛೟ௗ௧

ಮ

షಮ   

sekarang masukkan 𝑡 + ℎ = 𝑦 dalam integral pertama didapatkan 

Ӻ௠{𝑓∗(𝑡)} =  𝑒
୪୧୫
೓→బ

௘ష೔೛೓ଵ

௛√ଶగ
∫ ୪୬ ௙(௬) ௘೔೛೤ௗ௬

ಮ

షಮ
 ି ୪୧୫

೓→బ

ଵ

௛√ଶగ
∫ ୪୬ ௙(௧)௘೔೛೟ௗ௧

ಮ

షಮ  

Dengan mengubah variabel 𝑦 → 𝑡 didapatkan 

                                                          Ӻ௠{𝑓∗(𝑡)} = 𝑒
(ି௜௣)

భ

√మഏ
∫ ୪୬ ௙(௧)௘೔೛೟ௗ௧

ಮ

షಮ  

Sekarang jika diganti 𝑓 dan 𝑓∗ dengan 𝑓∗ dan 𝑓∗∗ masing-masing maka Transformasi 
Fourier multiplikatif dari 𝑓∗∗ adalah sama dengan 

                          Ӻ௠{𝑓∗∗(𝑡)}  = 𝑒
(ି௜௣)మ൜

ଵ

√ଶగ
∫ ୪୬ ௙(௧)௘೔೛೟ௗ௧

ಮ
షಮ

ൠ
 

Ӻ௠{𝑓∗∗(𝑡)} = 𝐹௠(𝑝)൫ି௣మ൯ 
Ini membuktikan teorema 
Jika metode induksi digunakan untuk teorema ini, didapatkan menggeneralisasikan 
transformasi Fourier multiplikatif fungsi (𝑓∗ଶ௡). 

Hasil: Misalkan 𝑓, 𝑓∗ଶ … … … . 𝑓∗ଶ(௡ିଵ), 𝑓∗ଶ௡ menjadi fungsi kontinu sepotong-sepotong 
pada interval (−∞, ∞ ) maka 

Ӻ௠{𝑓∗ଶ௡(𝑡)} = 𝐹௠(𝑝)}൫ି௣మ൯
೙

, 𝐷𝑖𝑚𝑎𝑛𝑎 𝑛 = 1,3,5 …    

                        = 𝐹௠(𝑝)}൫௣మ൯
೙

  , 𝐷𝑖𝑚𝑎𝑛𝑎 𝑛 = 2,4,6 …. 

Teorema 3.9: Misalkan 𝑓ଵ dan 𝑓ଶ adalah fungsi kontinu definit positif maka 

𝑓ଵ = 𝑓ଶ jika dan hanya jika Ӻ௠{𝑓ଵ} =  Ӻ௠{𝑓ଶ}  

Definisi 3.2 : Jika Ӻ௠(𝑝) adalah transformasi Fourier multlipikatif dari fungsi kontinu 𝑓, 
itu adalah 

Ӻ௠(𝑓) = 𝐹 
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Kemudian Ӻ௠
ିଵ(𝐹) disebut sebagai invers transformasi Fourier multiplikatif dari F. 

Teorema 3.10: Transformasi Fourier multiplikatif terbalik adalah linier multiplikatif. 
Dengan kata lain, jika 𝑐ଵ, 𝑐ଶ adalah eksponen sebarang dan 𝑓ଵ, 𝑓ଶ adalah dua fungsi 
kontinu yang diberikan yang memiliki transformasi Fourier multiplikatif 𝐹ଵ, 𝐹ଶ berturut-
turut, maka 

Ӻ௠
ିଵ{𝐹ଵ

௖భ𝐹ଶ
௖మ} =  Ӻ௠

ିଵ{𝐹ଵ}௖భӺ௠
ିଵ{𝐹ଶ}௖మ  

Aplikasi Untuk Persamaan Differensial Multiplikatif  
Berdasarkan persamaan sebelumnya didapatkan rumus berikut untuk transformasi 

Fourier multiplikatif dari derivative Multiplikatif 

Ӻ௠{𝑓∗ଶ௡(𝑡)} = 𝐹௠(𝑝)}൫ି௣మ൯
೙

, 𝐷𝑖𝑚𝑎𝑛𝑎 𝑛 = 1,3,5 … 

= 𝐹௠(𝑝)}൫௣మ൯
೙

   , 𝐷𝑖𝑚𝑎𝑛𝑎 𝑛 = 2,4,6 …. 

Rumus ini mencakup transformasi Fourier multiplikatif 
fungsi 𝑓, 𝑓∗ଶ … … … . 𝑓∗ଶ(௡ିଵ), jadi dapat digunakan untuk mendapatkan solusi persamaan 
diferensial dengan waktu differensial genap saja, terutama dari tipe multiplikatif dengan 
eksponensial konstan. didapatkan solusi dengan menerapkan Fourier multiplikatif 
mengubah ke kedua sisi persamaan dari soal-soal ini. Batasannya Metode ini adalah 
pembaca dapat menerapkannya pada persamaan differensial multiplikatif yang 
dimilikinya bahkan waktu differensial saja. 

Sebagai ilustrasi diterapkan cara di atas pada persamaan diferensial multiplikatif 
berikut 

a) (𝑦∗∗)(𝑦)ଶ =  𝑒ఋ(௧) 

Bukti: Menggunakan definisi aplikasi transformasi Fourier yang telah diperoleh 
didapatkan ; 
Ӻ௠{𝑦∗ଶ} Ӻ௠{𝑦ଶ} =  Ӻ௠൛𝑒ఋ(௧)ൟ 

                      𝑦(𝑡) = Ӻ௠
ିଵ ቊ𝑒

൤
ଶ(ଶ)

௣మାଶమ൨
ቋ

ଵ
ଶ

 

                                  = ቐ𝑒
ଵ

√ଶగ
∫ ௘೔೛೟ ୪୬ ௘

ቈ
మ(మ)

೛మశమమ቉
ௗ௧

ಮ

షಮ ቑ

భ
మ

 

                     𝑦(𝑡) =  ቄ𝑒௘షమ|೟|
ቅ

ଵ
ଶ 

 

Metode Adams Bashforth Moulton Multiplikatif 

Metode Adams Bashforth Moulton Multiplikatif orde empat yang digunakan untuk 
menyelesaikan masalah nilai awal di 𝑥௜ାଵ ∈ [𝑎, 𝑏], 𝑖 = 3,4, … , 𝑛 − 1 dengan nilai 
permulaan 𝑥଴, … , 𝑥ଷ, 𝑤଴, … , 𝑤ଷ dinyatakan sebagai 

𝑤௜ାଵ
[௣]

= 𝑤௜((𝑓௜)ହହ(𝑓௜ିଵ)ିହଽ(𝑓௜ିଶ)ଷ଻(𝑓௜ିଷ)ିଽ)
೓

మర 

                                               𝑤௜ାଵ
[௖]

= 𝑤௜((𝑓௜ାଵ)ଽ(𝑓௜)ଵଽ(𝑓௜ିଵ)ିହ(𝑓௜ିଶ))
೓

మర 

                                                                         𝑤௜ାଵ = 𝑤௜ାଵ
[௖]
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Eror terpotong lokal metode Adams Bashfort Moulton Multiplikatif orde empat di 

𝑥௜ାଵ dinotasikan dengan 𝑇௜ାଷ
[௣]  dan 𝑇௜ାଷ

[௖]  

𝑇௜ାଷ
[௣]

= exp ቆ𝑦(ସ)(𝜀௜)ℎସ න 𝐶(𝑠 + 3,4)𝑑𝑠
ଵ

଴

ቇ = 𝑒𝑥𝑝 ൬
251

720
𝑦(4)(𝜀௜)ℎସ൰ . 

𝑇௜ାଷ
[௖]

= exp ቆ𝑦(ସ)(𝛿௜)ℎସ න 𝐶(𝑠 + 3,4)𝑑𝑠
଴

ିଵ

ቇ = 𝑒𝑥𝑝 ൬
−19

720
𝑦(4)(𝛿௜)ℎସ൰ . 

Untuk 𝜀௜ ∈ (𝑥௜ିଷ, 𝑥௜ାଵ) dan 𝛿௜ ∈ (𝑥௜ିଶ, 𝑥௜ାଵ) 

Tabel dan Grafik Simulasi Numerik 
Misalkan diberikan suatu contoh masalah nilai awal Persamaan Diferensial orde satu. 

𝑦ᇱ(𝑥) = 𝑔൫𝑥, 𝑦(𝑥)൯ = −𝑦(𝑥) + 𝑥 + 1,             𝑦(0) = 1 

Ditentukan penyelesaian masalah nilai awal Persamaan Diferensial di 𝑥 ∈ [0,2], 
dengan x adalah besaran waktu. Masalah nilai awal Persamaan Biasa Diferensial tersebut 
bisa dinyatakan ke bentuk masalah nilai awal Persamaan Diferensial Biasa Multiplikatif 
orde satu  

𝑦∗(𝑥) = 𝑓൫𝑥, 𝑦(𝑥)൯ = 𝑒𝑥𝑝 ቆ
−𝑦(𝑥) + 𝑥 + 1

𝑦(𝑥)
ቇ ,       𝑦(0) = 1 

Didapatkan hasil simulasi berupa tabel penyelesaian Persamaan Diferensial Biasa dan 
Persamaan Diferensial Biasa Multiplikatif orde satu sebagai berikut 

Tabel 1. Solusi 𝒚ᇱ(𝒙) = 𝒈൫𝒙, 𝒚(𝒙)൯ = −𝒚(𝒙) + 𝒙 + 𝟏,   𝒚(𝟎) = 𝟏, 𝒙 ∈ [𝟎, 𝟐] 

 

Tabel 2. Solusi 𝒚∗(𝒙) = 𝒇൫𝒙, 𝒚(𝒙)൯ = 𝒆𝒙𝒑 ቀ
ି𝒚(𝒙)ା𝒙ା𝟏

𝒚(𝒙)
ቁ ,       𝒚(𝟎) = 𝟏, 𝒙 ∈ [𝟎, 𝟐] 

 

Berdasarkan Tabel 1 dan Table 2 diketahui bahwa nilai eror yang diperoleh kedua 
metode tersebut mendekati nol.Selain itu, eror yang dihasilkan metode Adams Bashforth 
Moulton Multiplikatif orde empat lebih besar dibandingkan eror yang dihasilkan metode 
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Adams Bashforth-Moulton orde empat di sebagian besar titik 𝑥 ∈ [0,2]. Oleh karena itu 
dengan banyak langkah yang sama, akurasi hasil metode Adams Bashforth Moulton orde 
empat lebih baik dibandingkan metode Adams Bashforth Moulton Multiplikatif orde 
empat dalam menyelesaikan masalah nilai awal persamaan diferensial di titik tersebut. 

Didapatkan hasil simulasi berupa grafik penyelesaian Persamaan Diferensial Biasa 
Multiplikatif orde satu sebagai berikut 

Gambar 1. Solusi 𝑦ᇱ(𝑥) = 𝑔൫𝑥, 𝑦(𝑥)൯ = −𝑦(𝑥) + 𝑥 + 1,   𝑦(0) = 1, 𝒙 ∈ [𝟎, 𝟐] 

Gambar 1 merupakan grafik hasil simulasi Adam Bashforth Moulton (ABM). Sedangkan 
Gambar 2 merupakan grafik hasil simulasi Adam Bashforth-Moulton Multiplikatif 
(ABMM). 

Gambar 2. Solusi 𝒚ᇱ(𝒙) = 𝒇൫𝒙, 𝒚(𝒙)൯ = 𝒆𝒙𝒑 ቀ
ି𝒚(𝒙)ା𝒙ା𝟏

𝒚(𝒙)
ቁ ,   𝒚(𝟎) = 𝟏, 𝒙 ∈ [𝟎, 𝟐] 
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Tabel dan Grafik diatas adalah hasil simulasi numeric yang di hasilkan dari metode 
Adams Bashforth Moulton Multiplikatif. Hasil tersebut mengindikasikan bahwa eror 
yang diperoleh metode tersebut mendekati 0. Dapat diketahui bahwa akurasi dan efisiensi 
hasil yang diperoleh metode tersebut efektif dalam menyelesaikan masalah nilai awal 
Persamaan Diferensial Biasa Multiplikatif orde satu. 

4. KESIMPULAN 

Berdasarkan hasil penelitian dapat disimpulkan bahwa Transformasi Fourier 
Multiplikatif bisa menjadi alternative solusi untuk mencari penyelesaian Persamaan 
Diferensial Multiplikatif. Kemudian, metode Adam Bashforth Moulton Multiplikatif 
cukup efektif untuk  digunakan dalam menyelesaikan Persamaan Diferensial Multiplikatif 
Biasa orde satu.  
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